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Uvodna reč organizatora 

Poštovane koleginice i kolege, 

nakon samo dve godine od održavanja XVI Srpskog simpozijuma o hidrogeologiji sa 

međunarodnim učešćem, ponovo imamo priliku da se družimo na ovom veoma značajnom skupu 
za hidrogeologe. Razlog „ubrzanja“ održavanja Simpozijuma je zapravo ponovno uspostavljanje 
dvogodišnjeg razmaka održavanja Srpskog simpozijuma o hidrogeologiji i Geološkog kongresa 
Srbije.Objašnjenje za ovakav korakleži u tome da je prethodni Simpozijum, prema uspostavljenoj 
dinamici od 2012. godine (Zlatibor), preko 2016. godine (Kopaonik), trebalo da se održi 2020. 
godine, ali je usled globalne pandemije korona virusa (COVID-19), došlo do njegovog pomeranja 
na 2022. godinu, kada je i održan na Zlatiboru. Upravo iz iznetih razloga, a uz veliki trudi zalaganje 
organizatora zarad ponovnog uspostavljanja dvogodišnjeg niza sa Kongresom geologa Srbije, XVII 

Srpski simpozijum o hidrogeologiji sa međunardonim učešćem se održava ove godine od 2.10.- 
6.10. 2024. godine u Pirotu. 

Kroz XVII Simpozijum će se na neki način izvršiti retrospektiva prethodnih Simpozijuma, 
počevši od 1971. godine do 2024. godine, sa ciljem da se sublimira i prikaže položaj hidrogeologije 
kao nauke i struke, kako u Srbiji, regionu, pa i šire. Počevši od prvog Simpozijuma koji je održan u 
Herceg Novom 1971. godine, preko ostalih Simpozijuma održavanih širom bivših Republika 
Jugoslavije, kao i tad i sada je jedini usko stručni skup koji za cilj iima izlaganje naučnih i tehničkih 
dostignuća iz oblasti izučavanja podzemnih voda i prikaz izuzetne važnosti ovih istraživanja za 
sva moderna i razvijena društva. 

Kao specijalni poklon Organizatora skupa, svim učesnicima skupa će na raspolaganju biti 
skenirani zbornici radova Simpozijuma (Sveske Hidrogeologija) od 1971. godine zaključno sa 
ovim poslednjim Simpozijumom koji se održava u Pirotu ove godine. 

Zahvaljujući kolegama koji su do sada dali značajan doprinos, a kroz veliko zalaganje i trud u 
održavanju prethodnih Simpozijuma, danas je ovaj Simpozijum ponovo jedan od najznačajnih 

događaja, kako hidrogeološke, tako i cele geološke struke u Srbiji i regionu. 
Za ovaj XVII-ti Simpozijum, iako sa kratkim rokom za pripremu i organizaciju samog događaja 

i za animiranje kolega da pripreme i pošalju radove, pristigao je veliki broj radova, kako iz Srbije, 
tako i iz regiona, pa i šire. Na Simpozijumu će biti prezentovano više od 90 radova iz svih grana 

hidrogeologije, sa preko 200 autora i koautora radova, što je i dokaz uspešnosti i dobre reputacije 
ovog skupa, sa nadom da se tako nastavi i predstojećim godinama. Uz ove podatke, posebno je 

važno naglasiti da će na svečanom otvaranju ovogodišnjeg Simpozijuma biti izloženi plenarni 
referati kolega hidrogeologa iz svih 6 država bivše SFRJ, kao prilog i osvrt na položaj i budućnost 
značaja hidrogeologije. 

Svi prihvaćeni radovi koji su prošli recezentski postupak su svrstani u 6 tematskih sesija: 

1. Vodosnabdevanje i upravljanje vodnim resursima 

2. Zaštita podzemnih voda 
3. Mineralne vode i njihovo iskorišćavanje 
4. Geotermalna energija 

5. Hidrogeološka istraživanja u hidrotehnici, rudarstvu i građevini 
6. Studentski radovi 

Podela na ovakve tematske grupe u najvećoj meri utiče aktuelnost hidrogeologije u 
određenim oblastima vezanim za održivo upravljanje ovim dragocenim resursom od koga zavise 
kako stanovništo, tako i različite grane privrede u Srbiji i regionu, što najbolje ilustruju plenarna 
predavanja koja su sastavni deo Simpozijuma i zbornika radova. 

Ovaj XVII-ti Srpski simpozijum o hidrogeologiji je organizovan pod pokroviteljstvom Grada 
Pirota i JKP „Vodovod i kanalizacija“ Piroti uz podršku Ministarstva nauke, tehnološkog razvoja i 

inovacija Republike Srbije.



Takođe, veliku zahvalnost dugujemo i kompanijama koje su sponzorisale ovaj naučni skup: 
Departman za hidrogeologiju, BeoGeoAqua d.o.o., Taš grupa, Aqua Pro Energy d.o.o., Ibis- 

Inženjering d.o.o., Strating d.o.o., GECO-Inženjering d.o.o., FREATIKA, CKH, TO Pirot, Background. 

Praksa koja je zaživela na XV Simpozijumu, o učestvovanju kolega iz regiona i šire i time 

doprinela da ovaj skup dobija i značajne međunarodne okvire, se pojačava i na ovom skupu. 
Izuzetno nam je zadovoljstvo da ove godine možemo poželeti dobrodošlicu u grad Pirot kolegama 
iz Republike Srpske i Federacije BiH, Crne Gore, Hrvatske, Slovenije, Severne Makedonije, 

Bugarske, Mađarske, Rusije, Poljske, SAD i Togo-a. 

Veliku zahvalnost za organizovanje ovako velikog skupa u veoma kratkom vremenskom roku 
izražavamo Generalnom sekretaru simpozijuma prof. dr Vesni Ristić Vakanjac, Predsednici 
uređivačkog odbora Doc. dr Ljiljani Vasić, Članovima Organizacionog odbora: dr Branislavu 
Petroviću, naučnom saradniku i dr Veljku Marinoviću, naučnom saradniku. Takođe, zahvalnost 

izražavamo i Članovima Tehničkog odbora Srđanu Stefanoviću i Petru Vojnoviću, kao i svim 

dragim kolegama i studentima, članovima Tehničkog, Organizacionog i Naučnog odbora koji su 
pomopgli da se ovaj skup održi. 

U ime organizatora skupa želimo vam lep boravak u Pirotu. 

U Pirotu, oktobar 2024. godine. 

Predsednik Organizacionog odbora Predsednik Naučnog odbora 
Prof. dr Saša Milanović Prof. dr Dušan Polomčić 
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https://doi.org/10.5281/zenodo.13739553 RAD U ZBORNIKU 

PRIMENA KLASTERIZACIJE METODOM K-SREDNJIH VREDNOSTI ZA 
ISPITIVANJE HIDROHEMIJSKOG DIVERZITETA PODZEMNIH VODA NA 

LOKACIJI VRNJAČKE BANJE 

THE APPLICATION OF K-MEANS CLUSTERING FOR TESTING THE 
HYDROCHEMICAL DIVERSITY OF GROUNDWATER FROM THE 

VRNJAČKA BANJA 

Jana Štrbački!, Vladimir Živanović!, Nebojša Atanacković!, Snežana Kretić! 
1Univerzitet u Beogradu, Rudarsko-geološki fakultet, Đušina 7, 11000 Beograd, E-mail: 

jana.strbackiargf.bg.ac.rs 

APSTRAKT: Klasterizacija metodom k-srednjih vrednosti koristi se za razvrstavanje podataka u 
homogene grupe, tj. klastere, na oshovu odabranih varijabli i unapred zadatog broja klastera. Algoritam 

iterativnim postupkom određuje centre klastera i dodeljuje uzorke u klastere čijem su centru najbliži. Ovaj 
postupak pogodan je za raščlanjivanje i, samim tim, pojednostavljivanje obimnih skupova hidrohemijskih 
podataka, što je pokazano na primeru termo-mineralnih voda sa šireg područja Vrnjačke Banje. Pored same 

klasifikacije, opisana metoda pruža mogućnhost provere hipoteza o strukturi podataka, npr. o postojanju 

zavisnosti između fizičkih osobina i hemijskog sastava podzemnih voda i litoloških karakteristika izdani. 
Ključne reči: multivarijantna statistička analiza, mašinsko učenje, termo-mineralne vode, Vrnjačka Banja 

ABSTRACT: K-means clustering is used to classify data into homogeneous groups, i.e. clusters, based 
on selected variables and a predetermined number ofclusters. The algorithm iteratively determines the centers 

ofthe clusters and assigns the samples to the nearest cluster. This procedure is suitable for subdividing large 
sets of hydrochemical data, which was demonstrated on the example of thermal and mineral waters from the 

extended area of the spa town of Vrnjačka Banja. In addition to the classification itself, the described method 

provides the possibility of checking hypotheses about the data structure, e.g. on the existence of correlation 
between the physical properties and chemical composition of groundwater and aquifer lithology. 

Key words: multivariate statistical analysis, machine learning, thermal and mineral water, Vrnjačka Banja 

UVOD 
Klaster analiza je multivarijantna statistička metoda koja ima široku primenu u hidrogeohemijskim 

istraživanjima, uglavnom za klasifikovanje velikog broja uzoraka podzemnih voda, na osnovu sličnosti u 
fizičkim osobinama i hemijskom sastavu. Postoji više procedura za izdvajanje klastera, od kojih su najčešće: 

a) hijerarhijska klaster analiza, b) dvostepena klasterizacija i c) klasterizacija metodom k-srednjih vrednosti 

(Moss et al. 2023). Klasterizacija metodom k-srednjih vrednosti (eng. K-means clustering) predstavljajedan 

od najjednostavnijih algoritama za nenadgledano mašinsko učenje (Jin & Han 2011, Youguo & Haiyan 2012, 
Vankayalapati et al. 2021). Algoritam iterativnim postupkom proračunava tzv. centre klastera ili centroide 

{eng. cluster means) i dodeljuje svaki od ispitivanih uzoraka u onaj klaster čijem je centroidu najbliži (u 

smislu euklidskog rastojanja), pri čemu se teži minimalizaciji varijanse u svakom od klastera. Preduslov za 

ovakav vid klasterizacije jeste unapred definisan broj klastera, ali ovo je ujedno i prednost metode, pošto 

omogućava proveru određenih hipoteza koje istraživač ima o analiziranom skupu podataka. Na primer, 

moguće je proveriti da li uzorci podzemnih voda sa određenog područja formiraju klastere, bazirane na 
odabranim relevantnim hidrohemijskim parametrima, i da li ti klasteri odgovaraju različitim tipovima 

izdani (u smislu litološkog sastava, dubine zaleganja i sl.). Po potrebi, klasterizacija se može ponoviti 
zadavanjem većeg ili manjeg broja klastera, ukoliko se analiziranjem dobijenih rezultata, tj. opisivanjem 

karakteristika klastera, ustanovi da određena grupa uzoraka nije izdvojena (potrebno je povećati broj 

klastera) ili da postoji klaster sa nesrazmerno malim brojem uzoraka, najčešće autlajera (potrebno je 

smanjiti broj klastera). 

Algoritam klasterizacije metodom k-srednjih vrednosti sastoji se od sledećih koraka (Trupti & 

Prashant 2013): 

1) definisati k centroida, po jedan za svaki klaster; 

2) pridružiti svaki uzorak klasteru sa najbližim centroidom; 
3) nakon razvrstavanja uzoraka, ponovo proračunati centroide, na bazi svih uzoraka trenutno 

prisutnih u klasterima; 

4) ponavljati korake 2 i 3 sve dok promene centroida ne postanu neznatne. 
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Dakle, glavni zadatak algoritma jeste pronalaženje k centroida, pri čemu se jedan isti uzorak može 

premeštati iz jednog klastera u drugi tokom analize, sve do definisanja konačnih centroida, tj. klastera. 

U ovom radu testirana je mogućnost primene klasterizacije metodom k-srednjih vrednosti na 

primeru termo-mineralnih voda sa šireg područja Vrnjačke Banje. S obzirom na složene hidrogeološke 

uslove i pojavu hidrohemijski različitih tipova voda (Štrbački et al. 2020), cilj je bio klasifikacija ispitivanih 
uzoraka podzemnih voda i dovođenje u vezu izdvojenih klastera sa litologijom izdani. 

PRIKAZ METODOLOGIJE I DISKUSIJA DOBIJENIH REZULTATA 
Priprema podataka za klasterizaciju metodom k-srednjih vrednosti podrazumeva: standardizaciju 

varijabli na srednju vrednost 0 i standardnu devijaciju 1 (kako bi se izbegao uticaj različitih mernih 

jedinica), identifikaciju i uklanjanje autlajera, tj. ekstremnih vrednosti (kako ne bi bili izabrani za inicijalne 

centroide) i randomizaciju seta podataka (pošto rezultat analize može zavisiti od redosleda podataka). Prvi 

korak same klasterizacije jeste odlučivanje o broju klastera koje algoritam treba da proizvede, a u vezi s tim 

i pronalaženje onoliko centroida koliko se očekuje klastera. Ovo se može postići na dva načina: istraživač 

može sam odabrati k uzoraka podzemnih voda i označiti ih kao inicijalne centroide ili softver koji se koriti 

za analizu (u ovom radu – IBM SPSS Statistics), pronalazi k različitih uzoraka i njihove vrednosti koristi kao 
početne centre klastera. 

Nakon opisane pripreme podataka raspolagalo se sa 83 uzorka termo-mineralnih voda sa područja 

Vrnjačke Banje i 11 fizičko-hemijskih parametara (temperatura, pH, sadržaji makro i mikro komponenata), 
a odlučeno je da se izdvoje tri klastera. 

Pokretanjem algoritma k-srednjih vrednosti započinje iterativni postupak (istraživač zadaje 
maksimalni broj iteracija, u analiziranom primeru: 30), koji podrazumeva raspoređivanje uzoraka u 

najbliže klastere i ponovno proračunavanje centroida, sve do ustaljivanja njihovog položaja, kada se 

ormiraju tzv. konačni centri klastera. Iz Tabele 1 vidi se da je za set podataka iz Vrnjačke Banje bilo dovoljno 

14 iteracija da se dostigne ustaljenje centara klastra, pri čemu u prve tri iteracije dolazi do značajnijih 

pomeranja centroida, a preostale iteracije predstavljaju manja podešavanja. 

Tabela 1. Pomeranja centroida tri klastera tokom 14 iteracija. 

Table 1. Iteration history of three clusters for the total number of 14 iterations. 

Pomeranja centroida po klasterima 
Iteracija 

1 2 3 

1 3,124 3,006 3,157 

2 0,207 0,100 0,135 

3 0,009 0,003 0,004 

4 0,0004 0,0001 0,0001 

5 1,50E-05 3,71E-06 3,77E-06 

6 6,23E-07 1,24E-07 1,14E-07 

7 2,60E-08 4,12E-09 3,46E-09 

8 1,08E-09 1,37E-10 1,05E-10 

9 4,51E-11 4,58E-12 3,18E-12 

10 1,88E-12 1,53E-13 9,62E-14 

11 7,81E-14 5,08E-15 2,93E-15 

12 3,39E-15 1,57E-16 1,53E-16 

13 4,71E-16 0 0 

14 0 0 0 

Konačni centri klastera koriste se za opisivanje hidrohemijskih karakteristika klastera, a radi 

preglednosti i lakše interpretacije, preporučuje se njihov grafički prikaz (Slika 1). Na primeru termo- 

mineralnih voda Vrnjačke Banje uočava se da klaster 1 čine termalne vode, niskih pH vrednosti, sa 

povišenim sadržajem većine makro i mikro komponenata, izuzev niskog sadržaja sulfata. U klaster 2 

svrstane su neutralne do blago bazne malomineralizovane, hladne vode, dok se klaster 3 ističe naglašenim 

prisustvom sulfata, kalcijuma i gvožđa (Slika 1). Opisanu karakterizaciju klastera upotpunjuje prikaz 

euklidskih rastojanja između konačnih centara klastera, koji u analiziranom primeru ukazuje na to da 
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najveće razlike postoje između klastera 1 i 2, dok klaster 3 pokazuje približno jednak stepen sličnosti sa 

druga dva kalstera (Tabela 2). 
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Slika 1. Konačni centri tri izdvojena klastera. 

Figure 1. Final cluster centers for three clusters. 

Tabela 2. Euklidska rastojanja između konačnih centara tri klastera. 

Table 2.Euclidean distances between three final cluster centers. 

Klaster 1 2 3 

1 5,515 3,473 

2 5,515 3,894 

3 3,473 3,894 

Unakrsni tabelarni prikaz lokacija i litoloških karakteristika izdani naspram klastera ispitivanih 
uzoraka termo-mineralnih voda Vrnjačke Banje, pruža odgovor na pitanje da li podzemne vode u istom 

lasteru imaju zajedničku genezu, tj. da li potiču iz izdani sličnog litološkog sastava? Analizom Tabele 3 

uočava se da u prvom klasteru preovlađuju podzemne vode iz škriljaca, u trećem – vode iz serpentinita, dok 
su se u drugom klasteru našle vode iz različitih litoloških jedinica – zastupljeni su mermeri, miocenski 

peščari, ali u izvesnoj meri i škriljci i serpentiniti. 

Tabela 3. Lokacije izvorišta i preovlađujuća litologija izdani za svaki od tri izdvojena klastera. 

Table 3. Crosstabulation of clusters vs. groundwater sources and dominant aquifer rocks. 

Klaster/Ukupan broj uzoraka Lokacija izvorišta (Broj uzoraka) Litologija izdani 

Beli izvor (1) škriljci 

Klaster 1 Jezero (8) mermeri/škriljci 

22 uzorka Slatina (7) škriljci 

Topli izvor (6 od 7 uzoraka) serpentiniti 

Ligorex (4) peščari 

Belimarkovac (5) mermeri 

ZIŠIŽŽ)erraŽa Izvorak (1 od 4 uzorka) škriljci 

Vrnjačko vrelo (8) serpentiniti/peščari 

Vitojevačko polje (10) serpentiniti 

Borjak (13) serpentiniti 

Klaster 3 Snežnik (16) serpentiniti 

33 uzorka Izvorak (3 od 4 uzorka) škriljci 

Topli izvor (1 od 7 uzoraka) serpentiniti 

Upravo je litološka heterogenost pojava svrstanih u drugi klaster nametnula sledeće pitanje: da li 

je moguće raščlaniti ovu grupu voda zadavanjem četiri klastera, umesto trenutna tri? Da bismo došli do 

odgovora, ponovo pokrećemo algoritam k-srednjih vrednosti, sa istim setom podataka, ali zahtevamo 
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izdvajanje četiri klastera. Do rešenja se ovaj put dolazi kroz 21 iteraciju, a konačni centri četiri klastera i 

njihova međusobna rastojanja prikazani su na Slici 2 i u Tabeli 4, redom. 
Variables. 
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Slika 2. Konačni centri četiri izdvojena klastera. 

Figure 2. Final cluster centers for four clusters. 

Tabela 4. Euklidska rastojanja između konačnih centara četiri klastera. 

Table 4.Euclidean distances between four final cluster centers. 

Klaster 1 2 3 4 

1 5,278 6,925 3,446 

2 5,278 3,319 3,889 

3 6,925 3,319 4,696 

4 3,446 3,889 4,696 

Identifikovanjem pojava termo-mineralnih voda svrstanih u novonastala četiri klastera, utvrđeno 

je da seiz malopređašnjeg klastera 2 (u varijanti rešenja sa ukupno tri klastera), zaista izdvojio novi klaster, 

označen kao klaster 3 (u varijanti rešenja sa ukupno četiri klastera), čije su karakteristike naglašeno 

različite u odnosu na klastere 1 i 4 (odnosno, 1 i 3, u varijanti rešenja sa ukupno tri klastera), što se vidi iz 

Tabele 4. Ovaj klaster sadrži ukupno šest uzoraka podzemnih voda, lociranih na samom južnom obodu 

istražnog područja – pet uzoraka sa izvorišta Belimarkovac (mermeri) ijedan sa izvorišta Izvorak {škriljci). 

Radi se o hladnim vodama, male mineralizacije, sa niskim koncentracijama natrijuma, hidrokarbonata i 

hlorida (Slika 2). 

ZAKLJUČAK 
Klasterizacija termo-mineralnih voda Vrnjačke Banje metodom k-srednjih vrednosti potvrdila je 

polaznu pretpostavku o postojanju zavisnosti između hidrohemijskih karakteristika voda i litoloških 

karakteristika izdani. Dominantne grupe stena na istražnom području – paleozojski škriljci, serpentiniti i 
mermeri, kao i miocenski peščari, imaju direktan uticaj na formiranje izdvojenih grupa podzemnih voda – 

od hladnih, blago baznih, malomineralizovanih voda do termalnih, kiselih voda, sa povišenim sadržajem 

makro i mikro komponenata. Primer analiziran u ovom radu svedoči o pogodnosti algoritma k-srednjih 

vrednosti za klasifikaciju velikih skupova hidrohemijskih podataka, u situacijama kada postoji hipoteza o 
očekivanom broju klastera. Prednost metode k-srednjih vrednosti u odnosu na druge metode klaster 

analize, npr. hijerarhijsku klaster analizu, ogleda se u iterativnom postupku pridruživanja uzoraka 
klasterima, koji menjaju svoj oblik tokom analize, sve do postizanja najoptimalnijeg rešenja – minimalnih 

razlika u okviru istog klastera, a maksimalnih razlika među različitim klasterima. I konačno, mogućnost 

zadavanja većeg ili manjeg broja klastera i proračun više varijantnih rešenja za isti set hidrohemijskih 

podataka, pogoduje formiranju najpribližnijeg hidrogeološkog modela za dato istražno područje. 

Zahvalnica: Ovaj rad je rezultat istraživanja finansiranih od strane Ministarstva nauke, 

tehnološkog razvoja i inovacija, po osnovu sledećih Ugovora: br. 451-03-65/2024-03/ 200126i br. 451-03- 

66/2024-03/200126. 
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